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연산 횟수의 하계
알고리즘의 시간 복잡도

• 시간 복잡도를 계산하는 방법
- 주어진 문제에 대한 필수적인 기본 연산을 정의한 뒤

- 알고리즘이 기본 연산을 몇 번 수행하는지 세면 됨

- 배열에서 어떤 키 K를 찾는 문제 → 배열의 원소 A[i]와 K를 비교하는 연산

- 배열의 원소를 정렬하는 문제 → 배열의 두 원소 A[i]와 A[j]의 크기를 비교하는 연산

- 원소가 실수인 두 행렬의 곱 → 두 실수의 덧셈 또는 곱셈

• 알고리즘의 최적성
- 더 이상 개선할 여지가 없을 만큼 최적화가 되었는지 어떻게 판단할 수 있을까?

- 가능한 모든 알고리즘을 분석해야 할까?



연산 횟수의 하계
알고리즘의 시간 복잡도

• 알고리즘의 최적성
- 더 이상 개선할 여지가 없을 만큼 최적화가 되었는지 어떻게 판단할 수 있을까?

- 가능한 모든 알고리즘을 분석해야 할까?

- 문제를 풀기 위해서 필수적인 기본 연산의 최소 횟수 F(n)을 구한 뒤

- 주어진 알고리즘에서 기본 연산의 시행 횟수가 F(n)과 같은지 비교하면 됨

• 예시
- 두 N*N 크기의 행렬의 곱셈

- 2N2개의 원소를 모두 확인해야 하므로 O(N2)보다 더 적은 연산으로 불가능

- 배열에서 최댓값 찾기
- 모든 원소가 서로 다르다고 가정하자.

- N개의 원소 중 N-1개의 원소는 최댓값이 아니라는 것을 확인해야 최댓값을 확정지을 수 있음

- 따라서 F(N) = N-1이 비교 연산 횟수의 하계



연산 횟수의 하계
비교 기반 정렬의 하계

• 비교 기반 정렬에서 worst case의 시간 복잡도 하계는 Θ(n log n)이다.

• decision tree를 생각하자.
- 비교 기반 정렬을 이용해 서로 다른 n개의 원소 x1, x2, ... , xn을 정렬하는 과정은 decision tree로 표현 가능

- n!개의 리프 정점이 있고, 모든 내부 정점의 자식이 2개인 이진 트리

- 비교 연산 횟수 = 루트에서 리프 정점까지의 거리

• n = 3일 때의 삽입 정렬을 생각해 보자.

x1:x2

x1:x3x2:x3

x1:x3 x2:x3x1 x2 x3

x1 x3 x2 x3 x1 x2

x2 x1 x3

x2 x3 x1 x3 x2 x1



연산 횟수의 하계
비교 기반 정렬의 하계

• 비교 기반 정렬에서 worst case의 시간 복잡도 하계는 Θ(n log n)이다.

• decision tree를 생각하자.
- 비교 기반 정렬을 이용해 서로 다른 n개의 원소 x1, x2, ... , xn을 정렬하는 과정은 decision tree로 표현 가능

- n!개의 리프 정점이 있고, 모든 내부 정점의 자식이 2개인 이진 트리

- 비교 연산 횟수 = 루트에서 리프 정점까지의 거리

• 비교 기반 정렬 알고리즘의 worse case = decision tree의 높이
- 트리를 어떻게 만들더라도 높이가 Ω(n log n)임을 증명하면 됨



연산 횟수의 하계
비교 기반 정렬의 하계

• 비교 기반 정렬에서 worst case의 시간 복잡도 하계는 Θ(n log n)이다.

• 비교 기반 정렬 알고리즘의 worse case = decision tree의 높이
- 트리를 어떻게 만들더라도 높이가 Ω(n log n)임을 증명하면 됨

• 증명
- 이진 트리의 높이를 h, 리프의 개수를 m이라고 하면 m ≤ 2h

- 양변에 로그를 취하면 h ≥ ceil(log2 m)

- → n개의 원소를 정렬하는 모든 비교 기반 정렬은 최악의 경우에 ceil(log2 n!)번 이상의 비교를 수행해야 함

- 또한 log2 n! ∈ Θ(n log n) 이므로, 결국 비교 기반 정렬의 worst case의 하계는 Θ(n log n).



연산 횟수의 하계
인접한 원소를 교환하는 정렬의 하계

• 인접한 원소를 교환하는 정렬에서 average case의 시간 복잡도 하계는 Θ(n2)이다.

• 평균의 경우도 비슷한 방법으로 증명할 수 있다!

• inversion
- a < b 이면서 xa > xb인 순서쌍 (a, b)를 inversion이라고 하자.

- inversion의 개수가 0이면 정렬된 배열

- n개의 원소의 값이 모두 서로 다르다면, 인접한 두 원소를 교환할 때 inversion 개수는 1만큼 증가 또는 감소함

- 따라서 인접한 원소를 교환하는 정렬 알고리즘은 비교 연산을 최소한 inversion의 개수 이상 수행해야 함



연산 횟수의 하계
인접한 원소를 교환하는 정렬의 하계

• 인접한 원소를 교환하는 정렬에서 average case의 시간 복잡도 하계는 Θ(n2)이다.

• 길이가 n이고 모든 원소의 값이 다른 순열의 inversion 개수의 기댓값은?
- 앞에서 배운 삽입 정렬의 평균 시간 복잡도를 구하는 것과 같은 방법으로 계산할 수 있음

- n * (n-1) / 4

• 따라서 인접한 원소를 교환하는 정렬에서 average case의 하계는 Θ(n2).



연산 횟수의 하계
상대자 논증 (adversary argument)

• 업/다운 게임
- 철수는 1 이상 N 이하인 자연수 X를 하나 선택한다.

- 영희는 철수가 생각한 X를 맞혀야 한다.
- 영희가 어떤 수 Y를 말하면, 철수는 아래와 같은 대답을 한다.

- X > Y라면 Up, X < Y라면 Down, X = Y라면 Accept

- 영희의 질문 횟수를 최소화 시키자.

• 철수가 악의를 품으면?
- 철수는 X를 미리 생각하지 않음
- 영희의 질문에 맞게, 모순이 발생하지 않는 선에서 영희의 질문 횟수가 최대가 되도록 대답함

- 예시 (N = 100)
- 영희의 질문: 10 → 철수의 대답: Up

- 영희의 질문: 90 → 철수의 대답: Down



연산 횟수의 하계
상대자 논증 – 예시 문제

• 오름차순으로 정렬된 배열에서 값이 K인 원소가 존재하는지 판별
- 기본 연산: 배열의 한 원소와 K를 비교하는 것

- 업/다운 게임과 같은 상황

• 상대자의 전략
- 현재 정답이 존재할 수 있는 구간을 [L, R]이라고 하자. (n = R-L+1)

- 알고리즘이 어떤 지점 p를 찍으면, [L, p)와 (p, R] 중 더 구간의 길이가 긴 쪽으로 유도

- 상대자는 알고리즘이 어떤 위치를 찍더라도, 항상 정답이 존재할 수 있는 구간을 floor(n/2) 이상으로 유지 가능

• 따라서 어떤 알고리즘도 최악의 경우에 비교 연산을 Θ(log n)보다 적게 수행할 수 없음



최댓값과 최솟값 찾기



최댓값과 최솟값 찾기
문제 설명

• 입력: 서로 다른 n개의 정수로 구성된 배열
• 할 수 있는 연산: 원소의 복사/이동, 배열의 두 원소의 대소 비교
• 목표: 최소한의 비교 연산으로 최대값과 최솟값 찾기

• 가장 간단한 풀이
- n-1번의 비교를 통해 최댓값을 찾은 뒤

- n-2번의 비교를 통해 최댓값을 제외한 n-1개의 원소 중 최솟값 찾기

- 비교 연산 횟수 = (n-1) + (n-2) = 2n – 3

• 비효율적인 이유
- 최댓값을 찾을 때 수행한 비교 연산의 결과를 최솟값을 찾을 때 사용하지 않음



최댓값과 최솟값 찾기
풀이

• 목표: 최소한의 비교 연산으로 최대값과 최솟값 찾기

• 풀이
1. 원소를 둘씩 짝지어서 floor(n/2)번의 비교 연산 수행

- n이 홀수면 마지막 원소는 (2)와 (3)에서 모두 사용

2. (1)에서 더 큰 원소 ceil(n/2)개 중에 최댓값 찾기
3. (1)에서 더 작은 원소 ceil(n/2)개 중에 최솟값 찾기

• 비교 연산 횟수
- (1)에서 floor(n/2)번
- (2)와 (3)에서 각각 ceil(n/2) – 1번

- n이 짝수면 n/2 + (n/2 – 1) + (n/2 – 1) = 3n/2 – 2번
- n이 홀수면 (n-1)/2 + (n-1)/2 + (n-1)/2 = 3n/2 – 3/2번

• 따라서 총 비교 연산 횟수는 ceil(3n/2) – 2 이하



최댓값과 최솟값 찾기
상대자의 전략

• 문제를 풀기 위해 필요한 정보
- 최댓값을 제외한 모든 원소는 비교에서 진 적이 있어야 함

- 최솟값을 제외한 모든 원소는 비교에서 이긴 적이 있어야 함
- 총 2(n – 2)개의 정보를 얻으면 답을 확정할 수 있음

• 배열의 원소마다 아래 4가지 중 하나의 태그를 붙이자
- N: 아직 비교한 적 없음

- W: 비교에서 승리한 적 있음 / 패배한 적 없음

- L: 비교에서 패배한 적 있음 / 승리한 적 없음
- WL: 비교에서 승리와 패배 모두 함

- (n-2)개의 WL 태그, 1개의 W 태그, 1개의 L 태그를 모으면 끝

• 상대자의 목표: 2(n – 2)개의 정보를 최대한 천천히 주기
- 비교하는 두 원소의 태그가 모두 N일 때는 어쩔 수 없이 2개의 정보를 줘야 함

- 다른 모든 경우에 최대 1개의 정보만 제공하도록 해야 함



최댓값과 최솟값 찾기
상대자의 전략

• 상대자의 목표: 2(n – 2)개의 정보를 최대한 천천히 주기
- 비교하는 두 원소의 태그가 모두 N일 때는 어쩔 수 없이 2개의 정보를 줘야 함

- 다른 모든 경우에 최대 1개의 정보만 제공하도록 해야 함

피연산자의 태그 상대자의 응답 비교 이후 태그 제공하는 정보량

N, N x > y W, L 2

N, W x < y L, W 1

N, L x > y W, L 1

N, WL x > y W, WL 1

W, W x > y W, WL 1

W, L x > y W, L 0

W, WL x > y W, WL 0

L, L x < y L, WL 1

L, WL x < y L, WL 0

WL, WL 모순이 발생하지 않도록 WL, WL 0



최댓값과 최솟값 찾기
상대자의 전략

• 필요한 비교 횟수 (n은 짝수라고 가정)
- 처음에 n/2번의 연산을 통해 매번 2개씩, 총 n개의 정보를 얻을 수 있음

- 남은 n-2개의 정보는 비교 1번 당 정보를 1개씩 얻을 수 있음
- 따라서 최소한 n/2 + n – 2 = 3n/2 – 2번의 연산 필요

• n이 홀수라면?
- 처음에 (n-1)/2번의 연산을 통해 n-1개의 정보를 얻음

- 이후 n-1번의 비교를 통해 남은 n-1개의 정보를 얻음

- 따라서 최소한 3n/2 – 3/2번의 연산 필요

• 따라서 이 문제의 비교 횟수의 하한은 ceil(3n/2) – 2.



두 번째로 큰 값 찾기



두 번째로 큰 값 찾기
문제 설명

• 입력: 서로 다른 n개의 정수로 구성된 배열
• 할 수 있는 연산: 원소의 복사/이동, 배열의 두 원소의 대소 비교
• 목표: 최소한의 비교 연산으로 두 번째로 큰 값 찾기

• 몇 가지 관찰
- 두 번째로 큰 값을 찾기 위해서는 무조건 최댓값을 알아야 한다.

- proof. 두 번째로 큰 값이라는 것을 알기 위해서는 나보다 큰 값(최댓값)이 1개, 작은 값이 n-2개 있다는 것을 알아야 함

- 최댓값을 제외한 다른 값에게 패배한 원소는 두 번째로 큰 값이 될 수 없다.
- proof. 자신보다 큰 원소가 2개 이상 존재함

• 전체적인 알고리즘의 흐름
- 최댓값은 무조건 구해야 하므로, 일단 n-1번의 비교를 통해 최댓값을 구함

- 최댓값에게 직접 패배한 원소가 k개일 때, k-1번의 비교를 통해 최댓값(두 번째로 큰 값)을 구함

- 전체 비교 횟수 = n + k – 2, k를 최소화해야 함



두 번째로 큰 값 찾기
풀이

• 목표: 최소한의 비교 연산으로 두 번째로 큰 값 찾기

• 풀이
1. 토너먼트 방식으로 값을 비교하면서 최댓값을 구함 / 각 원소는 최대 ceil(log2 n)개의 라운드에 참가함

2. (1)에서 최댓값에게 패배한 ceil(log2 n)개의 원소들 중 최댓값을 구함

• 비교 연산 횟수
- (1)에서 n-1번

- (2)에서 ceil(log2 n) – 1번

• 따라서 총 비교 연산 횟수는 n + ceil(log2 n) – 2번



두 번째로 큰 값 찾기
문제 설명

• 입력: 서로 다른 n개의 정수로 구성된 배열
• 할 수 있는 연산: 원소의 복사/이동, 배열의 두 원소의 대소 비교
• 목표: 최소한의 비교 연산으로 두 번째로 큰 값 찾기

• 몇 가지 관찰
- 두 번째로 큰 값을 찾기 위해서는 무조건 최댓값을 알아야 한다.

- proof. 두 번째로 큰 값이라는 것을 알기 위해서는 나보다 큰 값(최댓값)이 1개, 작은 값이 n-2개 있다는 것을 알아야 함

- 최댓값을 제외한 다른 값에게 패배한 원소는 두 번째로 큰 값이 될 수 없다.
- proof. 자신보다 큰 원소가 2개 이상 존재함

• 전체적인 알고리즘의 흐름
- 최댓값은 무조건 구해야 하므로, 일단 n-1번의 비교를 통해 최댓값을 구함

- 최댓값에게 직접 패배한 원소가 k개일 때, k-1번의 비교를 통해 최댓값(두 번째로 큰 값)을 구함

- 전체 비교 횟수 = n + k – 2, k를 최소화해야 함



두 번째로 큰 값 찾기
상대자의 전략

• 전체적인 알고리즘의 흐름
- 최댓값은 무조건 구해야 하므로, 일단 n-1번의 비교를 통해 최댓값을 구함

- 최댓값에게 직접 패배한 원소가 k개일 때, k-1번의 비교를 통해 최댓값(두 번째로 큰 값)을 구함
- 전체 비교 횟수 = n + k – 2

• 목표: 최댓값에게 직접 패배한 원소의 개수가 항상 ceil(log2 n) 이상이 되도록 하는 전략 찾기

• 원소의 가중치 w(x)
- w(x)를 (현재까지 x 보다 작은 것으로 확정된 원소의 수) + 1 라고 정의하자.
- 단, 만약 w(x)가 최댓값이 아님이 확정되었다면 0

- w(x)는 처음에 1로 초기화된 상태

- x와 y를 비교한 결과가 x > y 라면, w(x)는 w(y) 만큼 증가하고 w(y)는 0으로 바뀜

- 즉, w(x)의 합은 언제나 n으로 유지됨

• 목표: 최대한 천천히 w의 최댓값이 n이 되도록 만들기



두 번째로 큰 값 찾기
상대자의 전략

• 원소의 가중치 w(x)
- w(x)는 처음에 1로 초기화된 상태

- x와 y를 비교한 결과가 x > y 라면, w(x)는 w(y) 만큼 증가하고 w(y)는 0으로 바뀜
- 즉, w(x)의 합은 언제나 n으로 유지됨

• 목표: 최대한 천천히 w의 최댓값이 n이 되도록 만들기
- w(x) > w(y)일 때 x > y 라고 답하는 것이 x < y 라고 답하는 것보다 유리함

- 또한, x > y라고 대답하면 w의 최댓값은 매번 2배 이하로 증가함

• 따라서 아래와 같이 대답하면 w의 최댓값이 n이 되기까지 항상 ceil(log2 n)번 이상의 비교가 필요함

피연산자의 가중치 상대자의 응답 가중치 수정

w(x) > w(y) x > y w(x) ← w(x) + w(y)
w(y) ← 0

w(x) = w(y) > 0 x > y w(x) ← w(x) + w(y)
w(y) ← 0

w(x) = w(y) = 0 모순이 발생하지 않도록 변화 없음



요약
• 연산 횟수의 하계

• 기본 연산 정의 및 최소한의 필요한 연산을 통해 파악할 수 있음
• 상대자(적대자) 논리를 이용하면 하계를 이해하는 데 도움이 됨
• 상대자는 답을 찾기 어렵게 하려고 하지만, 답변에는 논리적 모순이 없어야 함

• 최댓값과 최솟값 찾기
• 두 문제를 동시에 풀면 하나씩 푸는 것의 합보다 더 효율적이 될 수 있음
• 최댓값은 모든 수와 비교를 거쳐야 함
• 최솟값은 비교에서 진 것들만 대상이 됨
• 상대자 논리: N, W, L, WL 등의 정보량, 2(n – 2)개의 정보를 가능하면 줄이는 방향으로 답함

• 두 번째로 큰 값 찾기
• 두 번째로 큰 값은 반드시 최댓값과 비교당하였어야 함
• 즉, 최댓값에게 패배한 ceil(log2 n)개의 원소들 중 두 번째로 큰 값이 있음
• 상대자 논리: 최댓값의 가중치 w(max)가 가능하면 천천히 증가하도록 함


